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1 Applications Lineaires 



Definition 1.1. ; Soient E et E 7 deux espaces vectoriels surK et f 
une application de E dans E\ On dit que f est lineaire, si : 

1) f(u + v) = f(u) + f(v) Vu,veE. 

2) f(\v) = A/0) W e E 7 MX e K. 

L 'ensemble des applications lineaires de E dans E' est note 
£(E,E'). 

Remarque 1. : /(0) = 0 car (homomorphisme de groupes). 



Definition 1.2. 

endomorphisme. 
Exemple 1. : 

1) 9 : E - 

v i— 



Une application lineaire de E dans E est appelee 



£f 

0 



est lineaire dite application nulle. 



2) 
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id,E ' E — > E est Uneaire dite application identique de E. 

v i— > v 

3) 

ue : E — > E est Uneaire dite homothetie de rapport a. 

a G K v i— > av 

4) D : — > R[X] est Uneaire dite derivation. 

P DP = P' 

5) SoitE=E 1 @E 2 . 

P ri : E —> Ei est Uneaire dite projection 

x = x\ + X2 i— > xi sitr £?i parallelement a E2. 

6) Soit vq 0 un vecteur de E 
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r : E — > E application non lineaire car r(0) = 7^ 0; 

v i ^ v + ^"£e translation. 

2 Image et Noyau 

Proposition 2.1. ; £cn£ / G £(i£, 2?') F un sous-espace vectoriel 
de E. 

Alors f(F) est un sous-espace vectoriel de E\ 

En particulier f(E) est un sous-espace vectoriel de E 7 appele image 
de f et note Imf. Sa dimension est appelee rang de f . 

Preuve : On sait que /(F) est un sous-groupe de E', il suffit done 
de verifier la stabilite pour l'operation externe. 

Soit A e K et f(v) e /(F), Xf(v) = /(At;) E /(F). 

Proposition 2.2. ; Soit f e C{E, E f ) 7 Kerf = {x e E/f(x) = 0} 

est un sous-espace vectoriel de E 7 appele noyau de f . 



Printemps 2010 



Chap. IV. Applications Lineaires 



5 



Preuve : II suffit de verifier la stabilite pour l'operation externe. 

Soit A e K et x e Kerf, f(Xx) = Xf(x) = AO = 0 =4> Xx e Kerf. 
Proposition 2.3. ; / est injective -<=>- Kerf = {0}. 
Exemple 2. ; 

1) Soit E= E l @ E 2 , ImP ri = E lf KerP r2 = E 2 

2) D : R[X] R[X] 

P ^ DP = P' 

KerD = R 7 ImD = R[X]. 

3) / : R 3 — > R 2 

(x,y,z) i-> (2x + y,y-z) 
Kerf = {(#, y : z)/y = —2x et z = y} = {(x, — 2x, —2x)/x £ M} 
droite vectorielle engendree par (1,-2,-2). 
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Irnf = {(V, y')/3x, y, z\ x' = 2x + y et y' = y — z} 

= {(V, y')/y = y' + z et x = \{x' — y' - z)} 
Posons z = 0 done y = y f et x = ^(x f — y'). D'oii V(V, ?/) G M 2 
3(l(x' -y'),y',0) 6 R 3 ; /((§(*' - yO.y'.O)) = (z'.y') done / est 
surjective, et par suite Imf = M 2 . 

Proposition 2.4. : £cn£ / £ £') {^}i<z< n ^e famille de 
vecteurs de E. 

1) Si f est injective et la famille {vi}i<i< n est libre dans E t alors 
la famille {f(vi)}i<i< n est libre dans E\ 

2) Si f est surjective et la famille {^}i<i< n est generatrice de E 7 
alors la famille {f{vi)}i<i< n est generatrice de E\ 

En particulier si f est bijective 7 Vimage d'une base de E est une 
base de E\ 
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Preuve : 1) Comme / est une application lineaire injective, alors 



on a : 

i=n 



i=i 

i—n 



=>* f(^^XiVi) = 0 ( / application lineaire ) 



i=l 
i=n 



> ^2 XiVi = 0 
i=i 

> \. = 0 Vz = l,...,n {vi}i<i< n libre 



i=n 



2) VxGE, 3A z eK;x = ^ A^. 



z=l 

i=n 



Soit y 6 E', 3x 6 E ; y = /(x) = /(^ A;^) ( surj ) d'ou 



i=l 
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i=n 



y = ^2^f(vz) 



i=l 

Theoreme 1. : Deux espaces vectoriels de dimension finie sont 
isomorphes, si et seulement si 7 Us ont meme dimension. 

Preuve : =4>) / : E —> E' isomorphisme, d'apres la proposition 
precedente l'image d'une base de E est une base de E', done E et 
E' ont meme dimension. 

<=) Supposons dim~E = dimE\ soit {ei, e n } une base de E et 
{e' 1: e f n } une base de E\ Considerons l'application 

/ : E — ► E' 

e k i — > e f k 

i=n i—n i=n 

Pour x = on pose f{x) = f(^] K^i) = \ e [^ on verifie 

i=i i=i %=i 

que / est lineaire bijective. 
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Corollaire 2.1. : E espace vectoriel de dimension finie sur K. 
E est isomorphe a IC 1 <^^> dirriKE = n. 

Theoreme 2. ( Theoreme de la dimension ) : Soient E et E 7 deux 
espaces vectoriels de dimension finie et f £ C(E, E') 7 alors 
dimE = dim(Kerf) + dim(Imf). 

Preuve : Supposons dimE = n, dim(Kerf) = r et montrons que 
dim(Imf) — n — v. 

Soit iu r } une base de Kerf \ completons la pour obtenir une 

base de E en l'occurrence {wi, w r: v\, v n - r }. 

Montrons que B = {/(^i), /(v n _ r )} est une base de Imf. 

1) B engendre Imf, en effet : 

r n — r n — r 

i=l i=l i=l 

b) B est libre : 



Printemps 2010 



Chap. IV. Applications Lineaires 



10 



n—r 


0 






TL — T 

> o 

i=l 


(/ application lineaire) 


\ 
/ 


lb 1 

i=l 




/ 


n—r r 

> ^2 KVi - ^2 aiWi 

i=l i=l 
n—r r 




\ 

/ 


> ^2 ^ iVi ~ ^2 aiWi 0 

1=1 1=1 




\ 
/ 


> Xi 0, i l,...,n — r; 


a t = 0, i = 0, r 


Corollaire 2.2. 


: Soit f E C(E,E') 7 E et E 7 etant deux espaces 


vectoriels de meme dimension finie 7 alors les proprieties suivantes 


sont equivalentes 


• 





Printemps 2010 



Chap. IV. Applications Lineaires 



11 



1) f est injective. 

2) f est surjective. 

3) f est bijective. 

Preuve : dimE = dim(Kerf) + dim(Imf). II suffit de montrer 

1) <^> 2). 

/ injective <^^> Kerf = {0} <^^> dim~E = dim(Imf) <^^> dimE' = 
dim(Imf) <^^> E ; = Imf <^> / est surjective. 

Remarque 2. : 1) Ce resultat est faux en dimension infinie. 
En effet : 

D : M[X] — > M[X] est surjective, non injective. 

P i — > DP = P' 

2) Une application lineaire f est parfaitement definie si on connait 
Vimage des vecteurs d'une base, car d'apres la linearite de f on a 
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n n 

fix) = f(^^Xiei) = Xjf(ej) ? done si on connait /(ei) ; ... ; 

1=1 i=i 
f{e n ), f est connue en tout x. 



3 Matrices Associees aux Applications 
Lineaires 

Soient E et E' deux espaces vectoriels sur K, de dimension finie n 
et p respectivement, et f : E i — > E ; une application 

lineaire. Choisissons {ei, ...,e n } une base de E et {e[, ...,e^} une 
base de E'. Les images par / des vecteurs {ei, e n } se 
decomposent sur la base {e f 1: ...,e f } : 
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/(ei) = ane[ + a 2 ie' 2 + ... + a pl e' % 
f(e 2 ) = a 12 e[ + a 22 e 2 + ••• + a p2 e f 



f(e n ) = ai n e[ + a 2n e 2 + ... + a pn e' p 
Definition 3.1. : On appelle matrice de f dans les bases 
{ei, e n } e£ {e^, e^} ; /a matrice notee par M(/) e . e / 
appartenant a A4 p , n (K) dont les colonnes sont les composantes des 
vecteurs /(ei), /(e n ) dans la base {e^, e^} : 

/(ei) f(e 2 ) f(e n ) 
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a ll a 12 a ln 


e i 








M(f) ei ,e'. = 

3 


• • 


• 






pi n 




^ Cipl &p2 Qpn j 


e p 


II est clair que la matrice associee a f depend du choix des bases de 


E et E\ 






Exemple 3. 


• 




1) Soit E un 


espace vectoriel de dimension n et 


ids ' E 


— > E 




X 


I — > X 




On considere 


une base {e^} de E. 
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/ 1 

' 1 


U 


... (J 1 






0 


1 0 


. ... 0 




M{id E ) ei = 


• 


0 1 


0 ... 0 

* 

. 0 


— J n matrice unite de 


M n {K). 


\ 0 


0 


0 1 J 




2) Soit E = R 2 et 


1 1 1 


R 2 


-> M 2 








(x,y) i 


- (*,o) 


Considerons la base canonique {ei,e2} de R 2 on a Pr\(e\) = e±, 
Pri(e 2 ) =0. 
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M(P ri ) ei = 



1 0 
0 0 



3) Soit {ei,e2,e3} la base canonique de R 3 et {e^e^} la base 
canonique de R 2 . Considerons I 'application lineaire : 

f : R 3 — > R 2 

(x,y,z) i — ► (x-y,z-y) 
/ 

M(f) e ,,e> = 1 



1 -1 0 
0 -1 1 

4 ) On considere la forme lineaire sur R 
f : R n — > R 



\ 



n 



(xi,...,x n ) i — ► a\X\ + a 2 x 2 + ... + a n x n 
En munissant R n et R de leurs bases canoniques respectives {e^} et 
{1} on obtient M(/) e . i — I GL\ Ci2 • • • CL n 
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ir^4 1 yv j 




/ 


M 3 [X] 




p 


1 — 


— > 


DP 


= P' 




f 0 1 


0 


0 






M(D) = 


U U 


z 


U 


0 












par rapport aux bases canoniques de 

XXX X 


U U 


U 


Q 

o 


0 






^ 0 0 


0 


0 






R 4 [X] etR 3 [X]. 











Printemps 2010 



Chap. IV. Applications Lineaires 



18 



Proposition 3.1. : Solent E et E 7 deux espaces vectoriels sur K 
de dimension n et p respectivement, {e^} et {e'A des bases de E et 
E\ Alors I 'application : 

M : C{E,E!) — > M p , n (K) 

f M(/) ei>eJ 
est un isomorphisme d' espaces vectoriels c'est a dive : 

M(f + g) = M(f) + M(g), M (A/) = AM (/) M bijective, en 
particulier dim£(E, E') = np. 
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Preuve : 



(f + 9)(ex) 
/ 



• (f + 9)(e n ) 



M(f+g) ei ,c; = 



\ 



\ ~ ■ ■ ■ ~ / 

/(ei) . . . f(e n ) g{e 1 ) . . . g{e n ) 

( - - \ ( - - \ 



+ 



\ 



/ 



V 



/ 
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= M{f) eue , + M{g) eue , 




De meme 






(Af)(ei) 








f ~ -.. 




M(A/) ei>eJ = 




= AM(/) et , e , 




\ ~ ' • ' / 




done M est lineaire. 




Soit 






/ G KerM =^> 


■M(/) ei>cJ 0=>/(ei) = 


= 7(^2) = ••• = ,f (e n ) = 0, 



Printemps 2010 



Chap. IV. Applications Lineaires 



21 



i=n 



i=n 



done si x G E x = A^, /(x) = A^/(e^) = 0, d'ou / = 0. 



2=1 

done M est injective. 

Elle est aussi surjective, car si 



2=1 



/ 



A = 



an a-12 



«21 



ai 



\ 



n 



a 2 



n 



6 M p , n (K) 



\ dpi • • • CLpn / 

On considere / en posant : 
/(ei) = anei + ... + a p ie' p 



ffen) ^ln^l ••• H~ Q,pn&p' 
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Pour xGE 


; x = Aiei + ... + A n e n , on pose 


f{x) = Ai/(ei) + 


.. + A n /(e n ). On verifie que / est lineaire et 




= A. 




4 Matrice d'un Vecteur. Calcul de 


PImage 


d'un Vecteur 


Definition 4.1. : 


* 1 171 i 7 7 7 * 

oou ii/ im espace vectoriel de dimension n 7 

i=n 


{^1 7 ^2 5 •••56 


n } une 


base de E et x — ^^Xiei un vecteur de E. On 


appelle matrice de 


1=1 

x dans la base {e^} : 




( Xl ) 




M(x) ei = 








\ x n J 
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Proposition 4.1. : Soit f £ C(E, E') 7 {ei,e2, 


. . . 3 6 n 


} 


{e ; l5 e(,, e^} rfera feases de E et E 7 respectivement, 




x G E 7 on a : 








M{f{x)) e , = M(f) eite ,M(x) ei . 




















&2n 






Preuve : Soit M(f) e .^ = 




* 










CLpn 


/ 




p 

d'ou f(ej) = ^a kj e' k . 








k=l 
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On a 










j=n 

f( X ) = f(52 X 3 e j) 
3=1 


j=n 

= E 

3=1 


j=n 

X jf( e j) = Xj 
3=1 


V 

k=i 


p n 
k=l j=l 

V v ' 

Vk 


V 
k=l 














clone M(f{x)) e > = 


\y P J 








D 'autre part 
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/ 0*11 &12 

a>2i 



M(f) ei ,M(x) ei = 



a 2 



n 



n 



I n \ 

3 = 1 



a 



pn J \ 



X 



n 



I 



n 



CLpjXj 



E , 

d'ou le resultat. 
Exemple 4. : 
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Soit le plan rapporte a sa base canonique. Determiner Vimage du 
vecteur x = (3,2) par rotation de centre 0 et d'angle ^. 

On a 

M(f(x)) = M(f)M(x) 
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5 Matrice de PInverse d'une Application 

Proposition 5.1. : Soient E 7 E\ E" trois espaces vectoriels sur 
K 7 {ei, e n } ; {e^, e' p j 7 je", e" q J des feases rfe i£ ; i£ ; e£ 
respectivement. Si g E jC(E, E') et f G jC(E\ E") 7 on a 

M{fog) eue ,, = M{f) e>l ,M{g) ei ^. 

Preuve : Soit xGE arbitraire. En utilisant la proposition du 
paragraphe 2, on a : 

M(fog)M(x) = M(f(g(x))) = M(f)M(g(x)) = M(f)M(g)M(x). 
Puisque x est arbitraire, M(fog) = M(f)M(g). 
Proposition 5.2. : / £ C(E, E') est bijective si et seulement si 
M(/) eij6 / es£ inversible. 

De plus Mif- 1 ) e ,, e . = M(/)-; eJ . 
Preuve : f~ 1 of = zcJe, d'ou 

Mtf-^of)^ = M(id E ) = 1^ Mif-^MU) = 1^ Mif- 1 ) = 



Printemps 2010 



Chap. IV. Applications Lineaires 



28 



M(f)~\ 



6 Changement de Bases 



Definition 6.1. : On appelle matrice de passage de la base {e^} a 
la base {e^} du meme espace vectoriel E 7 la matrice P ei -»e'. dont les 
colonnes sont les composantes des vecteurs e[ dans la base {e^} ; 



/ 



R 



Pll 



Pi 



n 



\ 



= M(id E )e'ei 



\ Pnl • • • Pnn J 

Remarque 3. ; Une matrice de passage est toujours inversible et 
on a (Pg.^e/)" 1 = P e /_> e .. 

Proposition 6.1. ; Soient x € E, {e^} et {e^} deux bases de E, 
P = i> e / et X = M(x) ei , X' = M(x) e >, onaX' = P~ X X. 
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Preuve : 

PX' = M(id B ) e ,, ei M(x) e , = M(id K (x)) e . = M(x) e . = X. 
Exemple 5. ; 

Soit M 2 muni de deux bases , la base canonique {e\^e^\ et la base 

{ e ij e 2l definie par : 

e[ = 2ei + e 2; e' 2 = 3ei + 2e 2 

Soit x = 2ei + 3e2 ; calculous les compos antes de x dans la base 

Wli e 2}' 



p = 




X' = 



x = —5e[ + 4e 2 . 

Proposition 6.2. : Soient f £ l^), {ei, e n } ; {^i, £ n } 
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deux bases de E et je^, e' p j, {^i,---,^} deux bases de E\ 
Notons A = M(/) 6<f6j , A' = M(f) e ^ 7 P = P ei ^ £i , Q = P e ,^ £ ,. 
On a alors A' = Q~ l AP. 
Preuve : 

E ^) — > E (e;.) 

On a joid^ = id^of d'ou M(foid^) = M(id^of) y c'est a dire 

M(f) £ ^M(id K )^ £t = M(id B 0ej |e jM(/) c<|C /, 

c'est a dire A'P" 1 = Q-M done A' = Q _1 AP. 

Corollaire 6.1. : Soient f £ {ei,...,e n } ; {e^,...^^} rfenx 

Anions A = M(/) ei , A' = M(/) e j et P = P ei ^. 
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On a alors A' = P~ 1 AP. 

Definition 6.2. : Deux matrices A 7 A! £ A4 n (K) sont dites 
semblables s'il existe une matrice P £ A4 n (K) inversible telle que : 

A' = P~ X AP. 
Exemple 6. : 

Soit f un endomorphisme de M 2 qui dans la base canonique {e^} est 



represents par la matrice : A = M(f) e . = 



'3-1 



V 



o 



Determinons la matrice A! qui represente f dans la base 
el = (0,-1) ete' 2 = (l,l). 
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A' = P~ X AP 



On a 




7 Rang d'une Matrice 

Definition 7,1. : Soit {vi, ...,v n } une famille de vecteurs, on 
appelle rang de la famille , la dimension de Vespaee engendre par les 
vecteurs vi. 
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Soit A! E A4 p ^ n (K) 7 A = (ci, c n ) oil Von a note Ci les vecteurs 
colonnes de A (ci E K 9 ). On appelle rang de A le rang de la famille 
des vecteurs colonnes de A. 

Proposition 7.1. : Soit f E C(E, E'). Soient {ei, ...,e n } et 
{e^, ...,e^} deux bases quelconques de E et E' respectivement et 
A = M(f) ei , e , =(oy). 

On a a/ors rangf = rangA. 

Ainsi deux matrices qui representent la meme application lineaire 
dans des bases differentes ont meme rang ; en particulier deux 
matrices semblables ont meme rang. 

Preuve : On considere le diagramme suivant : 

K n _^ K P 

u i | v h = v^ofou 

E (e0 E '(^.) 

u et v sont definis en associant a chaque vecteur de la base 
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canonique de K n ( resp K p ) 

Si ( resp €j ) le vecteur ( resp e'- ), alors Implication h a 
precisement A comme matrice dans les deux bases canoniques car 
h(£i) = v~ 1 ofou(e i ) = v~ 1 of(e i ) = v~ 1 (y^a ij e f j ) = ^a^. 

Done rang A = rangh et d'apres le lemme suivant, on deduit que 
rang A = rangf 

Lemme 7.1. : Soient f E C(E, F) et g E jC(G, E), alors 

1) Si g est surjective, alors rangf = rang(fog). 

2) Si f est injective, alors rangg = rang(fog). 

Preuve : 1) rangf = dimf(E) = dimf(g(G)) = dim(fog)(E) 
= rang(fog) 

2) Soit {vi} avec ^ = g(i^) une base de Img, alors 

f(vi) = (fog)(wi). Comme / est injective {f(vi)} est libre et 

engendre Im(fog) car 2/ E Im(fog) => zb ; 
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y = f(g(x)) = /(> aiVi) = > a*/^) done {/(>;)} est une base 



de Im(fog), d'ou rangg = rang(fog). 

On en deduit qu'en composant a gauche ou a droite par une 
application lineaire bijective, le rang ne change pas. 

8 Matrices Remarquables 

a) Matrice Diagonale (a^) G A4 n (K) ; a^- = 0 pour i ^ j. 

b) Matrice Triangulaire Superieure (a^) G A4 n (K) ; a^- = 0 pour 



c) Transposee d'une Matrice A = (a^) G A / f n?m (K) ; e'est 
*A = (aji) G M m ,n(K). Elle verine = A, \A + B) = f A +* 5, 
*(AA) = A*A VA, 5 G A4 m , n (K) et A G K ; e'est a dire que 
l'application : 




i > j. 



Printemps 2010 



Chap. IV. Applications Lineaires 



36 



$ : A / f m , n (K) — > A1 njm (K) est un isomorphisme 
A i — > 1 A d'espaces vectoriels 

On a aussi \AB) = f B l A \JA e M n , P ( K ) et yB e M p , n (K). 
Definition 8.1. : A, B e M. np (K) sont equivalentes s'il existe 
P e Gl p (K) etQ e Gl n (K) telles que B = Q~ x AP '. C'est en fait 
une relation d' equivalence sur A4 n , p (K) 7 notee ~. 

Theoreme 3. : A,B e M n ^ p (K) sont equivalentes si et seulement 
si rang A = rangB. 

Demontrons d'abord le lemme suivant : 
Lemme 8.1. : A e M n , P (K) ; 
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/ eM r , r (K) 



rang A = r 4 



A ~ 



V 



V 



1 0 ... 0 


0 


. . . 0 


0 10: 


• 
• 


• • 

• • 


. ' ' 
0 ... 0 1 


0 


. . . 0 


0... 




. ... 0 



Cette derniere est notee J r 



\ 



/ 



\ 



) 



Preuve : •<=) trivial. 

) A 6 A^ n ,p(K) definit une application lineaire 
$ : Kf , — > K" , ^ - On munit K p et K™ des bases 



"K" n 

K (<= ) 



canoniques (e$) et (e') respectivement. 

Soit r le nombre de vecteurs lineairement independants parmi les 
images des vecteurs de la base (e^) ; c.a.d Ae\ r . n Ae pi qu'on peut 
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supposer etre Ae\ r .. n Ae rj les autres vecteurs Ae r +\^. n Ae p peuvent 
s'exprimer en fonction de ces derniers : 

r 

Aek = Aej pour k = r + 1 , . . . , p. 

On definit une nouvelle base /i, f p dans K p ; comme suit 

efc, pour k=l,...,r ; 

A = \ 1,1 

efc — 2_^CkjCj, pour k=r+l,...,p. 

On a alors Afk = 0 pour k = r + 1, 

Posons alors A/j = tj pour j = 1, r. Les tj sont par hypothese 
lineairement independants. Completons les pour obtenir une base 
de K n , disons £ r +i, ...,t n . Considerons alors la matrice de 
l'application lineaire <£> dans les nouvelles bases /i, / p et 
ti, t n , on a alors : 
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/ 


10 0 


u . . . u 








DID* 






M (®)h u = 

V / J % 5 U J 




• 

. • • 


• • • 

• • • 


J r> 






0 0 1 


0 ... 0 






\ 


0... 


0 ) 




A et M(<&)f u tj representent la meme application lineaire, et sont 


done equivalentes. 






Preuve du the or erne : = 


>) trivial. 




<=) rang A = 


rangB = r entrainent A c± J rj B c± J r , d'ou A c± 5. 


The or erne 4. . 


• A G A4 n5 p(iir) ; alors rang A = rang 1 A e'est a 


dire que le rang 


d'une matrice ; est aussi le rang de la famille des 


vecteurs lignes. 








Preuve : rang A r ==> A ~ J r => 3P e Gl p (K) et Q e Gl n (K), 
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^P- 1 )- 1 j; (^Q- 1 ) car 1 J r = J' r d'ou 
1 A ~ J' r =>* rang 1 A — r = rangA. 

Exemple 7. : 



/ 



Determiner le rang de la matrice 



1 



0 



1 \ 



2 6-3-3 
\ 3 10 -6 -5 J 
On utilise les operations elementaires sur les lignes 

( 1 2 0 -1 \ Li 



rg 



\ 



2 6 

3 10 



6 



/ 



L 2 = 
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/ 


1 2 


rg 


0 2 










( 1 


= rg 


0 









0 -1 



\ 



6 



/ 



L2 — 2L\ 
L 3 - 3Li 

0 -1 \ Li 

L2 — 2L\ 
L3 + L\ — 2L2 



0 0 



/ 



= 2 



Car les deux vecteurs lignes sont Uneairement independants. 
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9 Application des Determinants a la 
Theorie du Rang 



9.1 Caracterisation des Bases 

Theoreme 5. : Soit E un espace vectoriel de dimension n. Les 
vecteurs vi : ...,v n de E forment une base de E si et seulement si 



det 



7^ 0 oil 



designe la matrice dont 



^1 •>••••) 

les colonnes sont les composantes des vecteurs vi,...,v n dans la 
base (e$) de E. 



Preuve : II suffit de montrer que {^i, v n } est libre si et 
seulement si 



det 



Vi, . . . , v 



n 



^0. 
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i=n 






k=n 










<=) OLiVi — 0, posons Vi = dki^kj alors on a 










k=l 










i=n k=n 




n 








n 




^ ®iC^2 akiek) = 0 d'ou 


^2aia ki e k = 0 = 




2=1 fc=l 




i,k 






i- 


= 1 




n 




















= i 


0, J>a ni -0- 












2=1 




2=1 


















an a-12 






/ \ 












a 21 a 22 

• 


&2n 

• 








0 


(1) 






O-nl a n2 


O j n n J 












d'ou = 


0 Vi — 1, n 














=>) Si det 


Ul, ... ,V n 


= 0 

(<u) 




=4> le systeme homogene 
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( 1) admet une infinite de solutions, d'ou {^i, .. 


., v n } est liee. 


Q *~y I /-\ tyi in /~\ n -d- v* £i z" - * /~v n n o t» c\ 

\J*£ OOIIlIIieiJX I cCOIlIlcLllI ti 


si une famille de 


vecteurs est nore 






On appelle mineur d'une matrice A, 


tout determinant d'une 


matrice carree extraite de A. 






Theoreme 6. : Solent {v\^ ...,v r } r 


vecteurs d 7 un espace vectoriel 


E de dimension n(r<n)etA = 






( A € M n ,r{K) )■ 






La famille {vi, v r } est libre si et seulement si on pent extraire de 


A un mineur d'ovdve r non nul. 






Preuve : Similaire a celle du theoreme precedent, en completant 


les vecteurs arm de former une base de E. 
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9.3 Comment reconnaitre si un vecteur 

appartient a Pespace engendre par d'autres 
vecteurs 



Soit A une matrice et 5 un mineur d'ordre r extrait de A. On 
appelle bordant de S tout mineur d'ordre r + 1 extrait de A y dont S 
est un determinant extrait. 

Si A G .A/f p?n (K) et S un mineur d'ordre r 7 il ya exactement 
(p — r)(n — r) bordants de S dans A. 

Theoreme 7. : Soient {vi,... : v r } r vecteurs Uneairement 
independants et S un mineur d'ordre r non nul extrait de A, ou 

A = 



Pour qu'un vecteur w E (vi, v r ) il faut et il suffit que tous les 



bordants de 5 dans la matrice B = 



v r , w 



soient nuls. 



Preuve : =>) Si l'un des bordants est non nul, la famille 



Printemps 2010 



Chap. IV. Applications Lineaires 



46 



{vi : v r: w} serait libre. 



) On considere la matrice B = 



an 



(Xjy^ ... CLyy 



bi 



\ 



a r+l,l • • • a r+l,r 



V 



a 



nr 



'n 



J 



Quitte a changer l'ordre des lignes et des colonnes, on peut 
supposer que le mineur S non nul est le mineur encadre. Les r 
premiers vecteurs lignes de B sont independants, et chacun des 
autres est lie a ces derniers. Ainsi rangB = r, done les vecteurs 
colonnes de B {v\, ... : v r ,w} forment une famille de rang r et 
comme {^i, v r } est libre, w £ (vi, v r ). 
Exemple 8. : Pour quelles valeurs de a 7 f3 £ M le vecteur 
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W = 



2 
1 



appartient-il an sous-espace de M 4 engendre par les 



vecteurs v\ = 



0 

1 



et v 2 = 



i 

0 

V 1 J 



9 



( 



On a A = 



\ 



1 


0 


\ 








0 


1 




5 = 


1 0 


= 1 ^ 0 et 


1 


0 


0 1 


0 


1 } 
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B = 



( 


1 


0 


a \ 




0 


1 


2 




1 


0 


1 


\ 


0 


1 


P ) 





1 


0 


a 








Les bordants de S sont Ai = 










1 a 




0 


1 


2 






= 1 — a et 












1 1 






1 


0 


1 









A 9 = 



10a 
0 1 2 



(3 2 
1 1 



= (3 — 2. Done w £ ^2) 



0 1 /? 
seulement si a = 1 et (3 = 2. 
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9.4 Determination du rang 



Theoreme 8. : Soit A E A4 p ^ n (K). Le rang de A est r si et 

seulement si on pent extraire de A un mineur S d'ovdve r non nul et 
tous les bordants de S dans A sont nuls. 



Preuve : 



■)A = 



I 



,v 



n 



GL\\ . . . d\ r 



Ci r l 



a 



ry ry 



^r+1,1 • • • ^r+l,r 



\ Q>pl 



a 



pr 



\ 



n 



CLffi 



a 



pn J 

Soit S le mineur encadre. Les vecteurs {^i, v r } sont alors 
independants et chaque vecteurs v s ( s > r + 1 ) appartient a 
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l'espace (vi,...,v r ). Done les vecteurs colonnes engendrent un 
espace de dimension r, d'ou rangA = r. 

=>) Quitte a changer l'ordre des colonnes de A y on peut supposer 
que {^i, ...,v r } est libre. On peut alors extraire de la matrice 
formee par les r premieres colonnes de A un mineur 5 d'ordre r non 
nul. Quitte a changer la numerotation des coordonnees, on peut 
supposer que 5 soit le mineur forme par les r premieres colonnes de 
A. Or rangA = r, d'ou v s E (vi : v r ) pour s > r + 1 ; d'apres le 
theoreme 7 tous les bordants de S dans sont nuls. 
Theoreme 9. : Le rang d'une matrice A est Vordre maximal des 
mineurs non nuls extraits de A 7 e'est a dire : 

(1) // existe un mineur d'ordre r non nul 
2) Tous les mineurs d'ordre s > r sont nuls. 

Preuve : ^=>) S'il existait un mineur d'ordre s > r non nul, on 
pourrait extraire des colonnes de A une famille libre formee de 



Printemps 2010 



Chap. IV. Applications Lineaires 



51 



s > r vecteurs, or ceci est impossible car les vecteurs colonnes de A 
engendrent un espace de dimension r. 

<=) Decoule du theoreme 8. 



